ОСНОВЫ КИНЕМАТИКИ

Кинематика — это раздел механики, где изучаются способы описания движений независимо от причин, обуслов​ливающих эти движения. В этой главе будут рассмотрены три вопроса: кинематика точки, кинематика твердого тела и преобразование скорости и ускорения при переходе от одной системы отсчета к другой.

§ 1.1. Кинематика точки

Существует три способа описания движения точки: век​торный, координатный и так называемый естественный. Рассмотрим их последовательно.

Векторный способ. В этом способе положение интере​сующей нас точки А

задают радиусом-вектором r, прове​денным из некоторой неподвиж​ной точки О
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выбранной системы отсчета в точку А. При движении точки А ее радиус-вектор ме​няется в общем случае как по модулю, так и по направлению, т. е. радиус-вектор r зависит от времени г. Геометрическое место концов радиуса-вектора r назы​вают траекторией точки А.
Рис.1

Введем понятие скорости точки. Пусть за промежуток времени ∆t точка А переместилась из точки 1 в точку 2 (рис. 1). Из рисунка видно, что вектор перемещения ∆r точ​ки А представляет собой приращение радиуса-вектора r за время ∆t: ∆r = r1 — r2. Отношение ∆r/∆t называют сред​ним вектором скорости <v> за время ∆t. Вектор <(> совпадает по направлению с ∆r. Определим теперь вектор скорости v точки в данный момент времени как предел от​ношения ∆r/∆t при ∆t ( 0, т. е.

[image: image23.jpg]


                                                (1.1)
Это значит, что вектор скорости v точки в данный момент времени равен производной от радиуса-вектора r по вре​мени и направлен по касательной к траектории в данной точке в сторону движения точки А (как и вектор dr). Мо​дуль вектора v равен
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Движение точки характеризуется также ускорением. Вектор ускорения w 
определяет скорость изменения векто​ра скорости точки со временем:
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т. е. равен производной от вектора скорости по времени. Направление вектора w совпадает с направлением вектора dv — приращением вектора v за время dt. Модуль вектора w определяется аналогично модулю вектора v.
Таким образом, зная зависимость r(t), можно найти скорость v и ускорение w точки в каждый момент времени.
Возникает и обратная задача: можно ли найти v(t) и r(t), зная зависимость от времени ускорения w(t)?
Оказывается, для получения однозначного решения этой задачи одной зависимости w(t) недостаточно, необхо​димо еще знать так называемые начальные условия, а имен​но скорость v0 и радиус-вектор r0 точки в некоторый началь​ный момент t = 0. Чтобы в этом убедиться, рассмотрим простейший  случай,   когда   в  процессе движения   ускорение точки w = const.
Сначала определим скорость точки v(t). Согласно (1.2), за промежуток времени dt элементарное приращение ско​рости dv = wdt. Проинтегрировав это выражение по вре​мени от t = 0 до t, найдем приращение вектора скорости за это время:
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Но величина ∆v — это еще не искомая скорость v. Чтобы найти v, необходимо

[image: image15.jpg]


знать скорость v0 в начальный момент времени.    Тогда   v = v0 + ∆v, или
v = v0 + wt.

Аналогично решается воп​рос и о радиусе-векторе  r(t) точки. Согласно (1.1), за про​межуток времени dt элементарное приращение радиуса-векто​ра dr = vdt. Интегрируя это выражение с учетом найденной   зависимости v(t), опре​делим приращение радиуса-вектора за время от  t = 0 до t:
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Для нахождения самого радиуса-вектора r(t) необходимо знать еще положение точки r0 в начальный момент времени. Тогда r = r0 + ∆r, или
r = r0 + v0t + wt2/2

Рассмотрим, например, движение камня, брошенного под некоторым углом к горизонту с начальной скоростью v0. Если считать, что камень движется с постоянным уско​рением w = g, то его положение относительно точки бро​сания   (r0 = 0) определяется радиусом-вектором
r = v0t + gt2/2,
т. е. в данном случае г представляет собой сумму двух век​торов, что показано на рис. 2.
Итак, для полного решения задачи о движении точки — определения ее скорости v и положения r в зависимости от времени — недостаточно знать зависимость w (t), но еще необходимо знать и начальные условия, т. е. скорость v0 и положение r0 точки в начальный момент времени.
Координатный способ. В этом способе с выбранным телом отсчета жестко связывают определенную систему коорди​нат (декартову, косоугольную или криволинейную). Выбор той или иной системы координат определяется рядом сооб​ражений: характером или симметрией задачи, постановкой вопроса, а также стремлением упростить само решение. Ограничимся здесь* декартовой системой координат х, у, z.
Запишем проекции на оси х, у, z радиуса-вектора r(t), характеризующего положение интересующей нас точки от​носительно начала координат 0 в момент t:
х = х (t);     у = у (t);     z = z (t).
Зная зависимость этих координат от времени — закон дви​жения точки, можно найти положение точки в каждый мо​мент времени, ее скорость и ускорение. Действительно, спроектировав (1.1) и (1.2), например, на ось х, получим формулы, определяющие проекции векторов скорости и ус​корения на эту ось:
vx = dx/dt                                                         (1.3)

где dx — проекция вектора перемещения dr на ось х;

 wx = dvx/dt = d2x/dt2,                                           (1.4)

где dvx — проекция вектора приращения скорости dv на ось х. Аналогичные соотношения получаются для у- и z- проекций соответствующих векторов. Из этих формул вид​но, что проекции векторов скорости и ускорения равны соответственно первой и второй производным координат по времени.
Таким образом, зависимости х (t), у (t), z (t) по сущест​ву полностью определяют движение точки. Зная их, мож​но найти не только положение точки, ной проекции ее ско​рости и ускорения, а следовательно, модуль и направление векторов v и w в любой момент времени. Например, модуль вектора скорости
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направление же вектора v задается направляющими коси​нусами по формулам:
cos ( = (x/(;   cos ( = (y/(;   cos ( = (z/(, 

где (, (, ( — углы между вектором v и осями х, у, z соот​ветственно. Аналогичными формулами определяются модуль и направление вектора ускорения.
Кроме того, можно решить и ряд других вопросов: найти траекторию точки,  зависимость пройденного ею пути  от времени, зависимость скорости от положения точки и пр. 
Решение обратной задачи — нахождение скорости и за​кона движения точки по

 заданному ускорению — прово​дится, как   и в   векторном  способе, путем интегрирования (в данном слу​чае проекций ускорения   по   време​ни), причем задача и здесь имеет од​нозначное решение, если кроме уско​рения заданы еще и начальные условия: проекции скорости и координаты точки в начальный момент. 
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 «Естественный» способ. Этот спо​соб применяют тогда,   когда   траек​тория   точки   известна   заранее. Положение точки  А   оп​ределяют   дуговой   координатой    l — расстоянием   вдоль траектории   от   выбранного  начала   отсчета   О   (рис.  3). При этом произвольно устанавливают положительное на​правление отсчета координаты / (например, так, как пока​зано

                             Рис. 3                            стрелкой на этом рисунке).
Движение точки определено, если известны ее траекто​рия, начало отсчета О, положительное направление отсчета дуговой координаты / и закон движения точки, т. е. зави​симость l (t).

Скорость точки. Введем единичный вектор (, связанный с движущейся точкой А и направленный по ка​сательной к траектории в сторону возрастания дуговой коор​динаты / (рис. 3). Очевидно, что ( — переменный вектор: он зависит от /. Вектор скорости v точки А направлен по касательной к траектории, поэтому его можно представить так:
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                                                          v = (( (                                                   (1.5)

где (( = dl/dt — проекция вектора v на направление век​тора (, причем ((— величина алгебраическая. Кроме того, очевидно, что

| (( | = | v | = ( 

Ускорение   точки.   Продифференцируем   (1.5) по времени:   
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Затем преобразуем последний член этого выражения:
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                         (1.7)
Определим приращение вектора ( на участке dl (рис.4). Мож​но строго показать, что при стремлении точки 2 к точке 1 отрезок траектории между ними стремится к дуге окруж-
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Рис. 4

ности с центром в некоторой точке О. Точку О называют центром кривизны траектории в данной точке, а радиус ( соответствующей окружности — радиусом кривизны траек​тории в той же точке.
Как видно из рис. 4, угол (( = | dl |/( = | d(|/1, откуда
| d(/dl | = 1/(,

причем при dl ( 0 d( ( (. Введя единичный вектор n нор​мали к траектории в точке /, направленный к центру кри​визны, запишем последнее равенство в векторном виде:
                                                 d(/dl = n/(.                                                        (1.8)
Теперь подставим (1.8) в (1.7) и полученное выражение — в (1.6). В результате найдем
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Здесь первое слагаемое называют тангенциальным ускоре​нием  w(, а   второе — нормальным  (центростремительным) wn:
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Таким образом, полное ускорение w точки может быть представлено как сумма тангенциального w(  и нормального wn ускорений.
Модуль   полного   ускоре​ния точки
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§ 1.2. Кинематика твердого тела
Теория движения твердого тела помимо самостоятель​ного значения играет важную роль еще и в другом отноше​нии. С твердым телом, как известно, может быть связана система отсчета, служащая для пространственно-времен​ного описания различных движений. Поэтому изучение ха​рактера движения твердых тел равносильно, по существу, изучению движений соответствующих систем отсчета. Ре​зультаты, которые мы получим в этом параграфе, будут неоднократно использоваться в дальнейшем.

Различают пять видов движения твердого тела: 1) посту​пательное, 2) вращение вокруг неподвижной оси, 3) плос​кое движение, 4) движение вокруг неподвижной точки и 5) свободное движение. Первые два движения (поступатель​ное и вращение вокруг неподвижной оси) являются основны​ми движениями твердого тела. Остальные виды движения твердого тела, оказывается, можно свести к одному из основ-

них движений или к их совокупности (это будет показано на примере плоского движения).
В данном параграфе будут рассмотрены первые три вида движения и вопрос сложения угловых скоростей.

Поступательное движение. Это такое движение твердого тела, при котором любая прямая, связанная с телом, все время остается параллельной своему начальному положе​нию. Например, вагон, движущийся по прямому участку пути; кабина колеса обозре​ния и др.
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При поступательном дви​жении все точки твердого те​ла совершают за один и тот же промежуток времени рав​ные перемещения. Поэтому скорости и ускорения

 всех то​чек тела в данный момент времени одинаковы. Это об​стоятельство позволяет све​сти изучение поступательного движения твердого тела к изучению движения отдель​ной точки тела, т. е. к задаче кинематики точки.

Таким образом, поступа​тельное движение твердого тела может быть полностью описано, если известны зависи​мость от времени радиуса-вектора r (t) любой точки этого тела и положение последнего в начальный момент.
Рис. 6 

Вращение вокруг неподвижной оси. Пусть твердое тело, вращаясь вокруг неподвижной в данной системе отсчета оси 00', совершило за время dt бесконечно малый поворот. Соот​ветствующий угол поворота будем характеризовать векто​ром d(, модуль которого равен углу поворота, а направле​ние совпадает с осью 00', причем так, что направление по​ворота отвечает правилу правого винта по отношению к на​правлению вектора d( (рис. 6).
Теперь найдем элементарное перемещение любой точки А твердого тела при таком повороте. Положение точки А зададим радиусом-вектором r, проведенным из некоторой точки О на оси вращения. Тогда линейное перемещение конца радиуса-вектора r связано с углом поворота d( соот​ношением (рис. 6)
| dr | = r sin ϑd(,

или в векторном виде
                                                           dr = [ d(, r ]                                                    (1.11)

Отметим, что это равенство справедливо лишь для бес​конечно малого поворота d(. Другими словами, только бесконечно малые повороты можно рассматривать как векторы.
Кроме того, можно показать, что введенный нами век​тор d( удовлетворяет основному свойству векторов — век​торному сложению. В самом деле, представим себе, что твер​дое тело совершает два элементарных поворота d(1 и d(2 вокруг разных осей, проходящих через неподвижную точку О. Тогда результирующее перемещение dr произвольной точ​ки А тела, радиус-вектор которой относительно точки О равен r, можно представить так:
dr = dr1 + dr2 = [ d(1, r ] + [ d(2,r ] = [ d(, r ], 

где
                                                            d( = d(1 + d(2                                          (1.12)
т. е. два данных поворота, d(1 и d(2, эквивалентны одному повороту на угол d( = d(1 + d(2  вокруг оси, совпадающей с вектором d( и проходящей через точку О.
Заметим, что при рассмотрении таких величин, как радиус-вектор r, скорость v, ускорение w, не возникал вопрос о выборе их направления: оно вытекало естественным обра​зом из природы самих величин. Подобные векторы называют полярными. В отличие от них векторы типа d(, направление которых связывают с направлением вращения, называют аксиальными.
Введем теперь векторы угловой скорости и углового ускорения. Вектор угловой скорости ( определяют как
                                                              ( = d(/dt                                                  (1.13)
где dt — промежуток времени, за который тело совершает поворот d(. Вектор ( совпадает по направлению с вектором d( и представляет собой аксиальный вектор.
Для конечного поворота на угол (( линейное перемещение точки А, как следует из рис. 6, есть
| (r | = r sin ϑ ( 2 sin ((( /2)
Отсюда сразу видно, что перемещение (r нельзя представить как векторное произведение векторов (( и r. Это возможно лишь в слу​чае бесконечно малого поворота d(, в пределах которого радиус-век​тор r можно считать неизменным.

Изменение вектора ( со временем характеризуют век​тором углового ускорения (, который определяют как
                                                                 ( = d(/dt                                              (1.14)
Направление вектора ( совпадает с направлением d( — при​ращения вектора (. Вектор (, как и (, является аксиаль​ным.
Представление угловой скорости и углового ускорения в виде векторов оказывается чрезвычайно плодотворным, особенно при изучении более сложных движений твердого тела. Это дает возможность во 
многих случаях получить большую наглядность, 

а также резко упростить как анализ движения, так и 

соответствующие расчеты.

Запишем   выражения   для   угловой   скорости и   

углового  ускорения   в проекциях на ось вращения z, 

положительное  направление которой свяжем с                              Рис. 7

положительным направле​нием отсчета координаты ( — угла поворота — правилом правого винта (рис. 7). Тогда проекции (z и (z векторов ( и ( на ось z определяются формулами: 

                                                              (z = d( / dt                                                (1.15)
                                                              (z = d(z / dt                                               (1.16)
Здесь (z и (z — величины алгебраические. Их знак харак​теризует направление соответствующего вектора. Напри​мер, если (z > 0, то направление вектора ( совпадает с по​ложительным направлением оси z; если же (z < 0, то на​правление вектора ( противоположно. Аналогично и для углового ускорения.
Таким образом, зная зависимость ((t)— закон враще​ния тела, по формулам (1.15) и (1.16) можно найти угловую скорость и угловое ускорение в каждый момент времени. И наоборот, зная зависимость углового ускорения от време​ни и начальные условия, т. е. угловую скорость (0 и угол (0 в начальный момент времени, можно найти ( (t) и ( (t).
Отметим, что решение всех задач на вращение твердого тела вокруг неподвижной оси аналогично по форме задачам на прямолинейное движение точки. Достаточно заменить линейные величины x, (x и (x на соответствующие угловые (, (z и (z, и мы получим все закономерности и соотношения для вращающегося тела.
Связь между линейными и угловыми величинами. Най​дем скорость v                       произвольной точки A твердого тела, вра​щающегося вокруг неподвижной  оси 00'                                                                                  c угловой скоростью (. Пусть положение точки А относи​тельно некоторой точки О                                   оси вра​щения характеризуется радиусом-вектором r (рис. 8). Воспользуем​ся      формулой (1.11), поделив ее на соответствующий промежуток вре​мени dt. Так как dr/dt = v и d(/dt = (, то


                                                         v = [(r]                                                (1.17)                                   


[image: image13.wmf]
т. е. скорость v любой точки А твердого тела, вращающегося во​круг некоторой оси с угловой ско​ростью (, равна векторному произведению ( на радиус-вектор r точки А относительно произвольной точки О оси вращения (рис. 8).
Модуль вектора (1.17) ( = (r sin ϑ, или
( = ((
               Рис. 8

где ( — радиус окружности, по которой движется точка А. 
Продифференцировав (1.17) по времени, найдем уско​рение w точки А:
w = [d(/dt, r ] + [(, dr/dt ]

или


                                                     w = [ (r ] + [([(r ] ]                                      (1.18)

В данном случае (ось вращения неподвижна) ( || (, по​этому вектор [(r] представляет собой тангенциальное уско​рение w(. Вектор же [([(r] ] — это нормальное ускорение wn. Модули этих ускорений равны:
| w( | = ((;   (n = (2(
Отсюда модуль полного ускорения w есть
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Плоское движение твердого тела. Это такое движение, при котором каждая точка твердого тела движется в пло​скости, параллельной некоторой неподвижной (в данной системе отсчета) плоскости. При этом плоская фигура Ф, образованная сечением тела этой неподвижной плоскостью Р (рис. 9), в процессе движения все время остается в этой плоскости, например цилиндр, катящийся по плоскости без скольжения (но конус в подобном случае совершает уже более сложное движение).

              Рис. 9                                                                          Рис. 10

Нетрудно сообразить, что положение твердого тела при плоском движении однозначно определяется положением плоской фигуры Ф в неподвижной плоскости Р. Это по​зволяет свести изучение плоского движения твердого тела к изучению движения плоской фигуры в ее плоскости.
Пусть плоская фигура Ф движется в своей плоскости Р, неподвижной в К-системе отсчета (рис. 10). Положение фигуры Ф на плоскости можно определить, задав радиус-вектор r0 произвольной точки О' фигуры и угол ( между радиусом-вектором r', жестко связанным с фигурой, и не​которым фиксированным направлением в К-системе отсчета. Тогда плоское движение твердого тела будет описываться двумя уравнениями:
r0 = r0(t);   ( = ((t)
Ясно, что если за промежуток времени dt радиус-век​тор r' точки А (рис. 10) повернется на угол d(, то на такой же угол повернется и любой отрезок, связанный с фигурой. Другими словами, поворот фигуры на угол d( не зависит от выбора точки О'. А это значит, что и угловая скорость ( фигуры тоже не зависит от выбора точки О', и мы имеем право называть ( угловой скоростью твердого тела как такового.
Найдем теперь скорость v произвольной точки А тела при плоском движении. Введем вспомогательную К'-систему отсчета, которая жестко связана с точкой О' тела и переме​щается поступательно относительно К-системы (рис. 10). Тогда элементарное перемещение dr точки А в К-системе можно записать в виде
dr = dr0 + dr',
где dr0 — перемещение К'-системы (точки О'), a dr' — пере​мещение точки А относительно К'-системы. Перемещение dr' обусловлено вращением тела вокруг неподвижной в К'-системе оси, проходящей через точку О'; согласно (1.11), 

dr' = [d(, r' ]. Подставив это выражение в предыдущее и поделив обе части полученного равенства на dt, найдем
                                                      v = v0 + [(r' ]                                           (1.19)
т. е. скорость любой точки А твердого тела при плоском движении складывается из скорости v0 произвольной точки О' этого тела и скорости v' = [(r' ], обусловленной враще​нием тела вокруг оси, проходящей через точку О'. Под​черкнем еще раз, что v' — это скорость точки А относи​тельно поступательно движущейся К'-системы отсчета, жестко связанной с точкой О'.
Иначе говоря, плоское движение твердого тела можно представить как совокупность двух основных видов дви​жения — поступательного (вместе с произвольной точкой О' тела) и вращательного (вокруг оси, проходящей через точку О').
Теперь покажем, что плоское движение можно свести к чисто вращательному. Действительно, при плоском дви​жении скорость v0 произвольной точки О' тела перпенди​кулярна вектору (, а это значит, что всегда найдется такая точка М, жестко связанная с телом, скорость которой v = 0 в данный момент. Из условия 

0 = v0 + [(r’М ] можно найти положение точки М, т. е. ее радиус-вектор r’М отно​сительно точки О' (рис. 11). Этот вектор перпендикулярен векторам ( и v0, его направление соответствует векторному произведению v0 = -[(r’М ], а модуль 
r’М = (0/(.
Точка М определяет и положение соответствующей оси (она совпадает по направлению с вектором (). Движение твердого тела в данный момент времени представляет собой чистое вращение вокруг этой оси. Такую ось называют мгновенной осью вращения.
Положение мгновенной оси, вообще говоря, меняется со временем. Например, в случае катящегося по плоскости цилиндра мгновенная ось в каждый момент совпадает с ли​нией касания цилиндра и плоскости.
Сложение угловых скоростей. Рассмотрим движение твердого тела, вращающегося одновременно вокруг двух пересекающихся осей, Сообщим некоторому телу вращение с угловой скоростью (' вокруг оси ОА (рис. 12) и затем эту ось приведем во вращение с угловой скоростью (0 вокруг оси 0В, неподвижной в К-системе отсчета. Найдем резуль​тирующее движение тела в К-системе.
Введем вспомогательную К'-систему отсчета, жестко связанную с осями ОА и 0В. Ясно, что эта система вращает​ся с угловой скоростью (0, и тело вращается относительно нее с угловой скоростью ('.
За промежуток времени dt тело совершит поворот d(' вокруг оси ОА в К'-системе и одновременно поворот d(0 вокруг оси 0В вместе с К'-системой. Суммарный поворот, согласно (1.12), есть d( = d(0 + d('. Поделив обе части этого равенства на dt, получим

                                                       ( = (0 + (’                                                  (1.20)
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